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Резюме.  Рассматривается обратная задача  по определению параметров, входящих в 

правую часть системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений 

при заданных начальных и конечных условиях. Решение этой задачи сводится к 

решению задачи минимизации квадратичного функционала, являющегося 

отклонением значения решения в конечной точке от заданных величин. Используя 

метод квазилинеаризации, предлагается вычислительный алгоритм решения искомой 

задачи. Результаты иллюстрируются на примере нахождения коэффициента 

гидравлического сопротивления течении в трубах. 
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1.  Введение  

 

Как известно, задачи идентификации играют важную роль в решении 

многих прикладных задач из физики, гидродинамики, добычи нефти  

[2,8,11,15] и др.  Существуют различные способы для  решения таких задач, 

одним из которых является применение методов оптимизации [3,9,14]. В этом 

процессе важную роль играет удачный выбор соответствующего 

оптимизируемого функционала. Так как многие прикладные задачи в 

основном описываются нелинейными системами, то выбор такого 

функционала и дальнейшее решение соответствующих задач оптимизации 

является проблематичным [8]. Одним из способов преодоления   этих 

трудностей является использование итерационного метода 

квазилинеаризации [12,13]. Сходимость этого метода подробно изучена в 

[12,19]. 

В настоящей работе рассматривается многомерная задача 

идентификации для определения параметров, входящих в правую часть 

системы нелинейных дифференциальных уравнений при заданных начальных 
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и конечных данных. Решение этой задачи сводится к решению задачи 

оптимизации, в которой минимизируемый функционал составляются  как 

квадратичное отклонение решения системы в конце отрезка от  заданных 

значений. Так как в поставленной нелинейной формулировке нахождение 

решения этой задачи представляет определенную  трудность [13,18], то 

методом квазилинеаризации исходная система приводится к линейной 

системе относительно фазовых координат и вектора параметров. 

Составляется квадратичный функционал для полученной задачи и выводится  

выражение для его градиента. С помощью метода ортогонализации Грамма-

Шмидта [2] приводится  вычислительный алгоритм нахождения оптимума, 

позволяющий определить искомые параметры. Работа этого алгоритма 

демонстрируется на примере, который описывает течение жидкостей в 

трубах.  

 

2.  Постановка задачи 

   

Пусть движение объекта описывается системой нелинейных 

дифференциальных уравнений 

                           ),()( tyfty  ,                                                            (1) 

где y - n -мерный фазовый вектор, f - n -мерная непрерывная в интервале 

),0( T  дифференцируемая функция,  - m -мерный постоянный вектор, 

подлежащий нахождению, t  -независимая переменная. Пусть заданы 

начальные  условия  

          Niyy ii ,1,)0( 0  .                                            (2) 

где Nmn ,,  заданные натуральные числа. 

Задача состоит в определении такого вектора  , при котором решение 

задачи Коши (1), (2) в конечной точке T  удовлетворяет заранее заданным 

условиям  

                                       ,,1,)( NiyTy i
T

i                                                     (3) 

Такие задачи часто встречаются на практике [2, 3, 10, 11], когда 

начальные данные (2) задаются, а конечные (3) статистически измеряются. В 

таких случаях требуется найти вектор параметров   из (1) так, чтобы и 

решение с заданными начальными данными (2)  в конечной точке  получало 

значения, максимально близкие статистическим данным (3). Отметим, что 

такие задачи возникают также при добыче нефти, когда требуется определить 

коэффициент гидравлического сопротивления [2].  
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3. Метод решения 

 

Поскольку функция ),( yf  является нелинейной, для решения задачи 

(1)-(3) следует применить некоторый численный метод, например, метод 

квазилинеаризации [12,13]. Поэтому для решения задачи (1) - (3) в первом 

этапе линеаризуем уравнение (1). Для этого выбирается некоторая 

номинальная траектория  )(0 ty  и параметр 
0 , и предполагается, что k -я 

итерация уже выполнена. Линеаризуем уравнение (1) около этих данных до 

порядка  ),(0 0 ixx  
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После интегрирования линейного дифференциального уравнения (4) с 

условием (2) получим следующее представление [7]  

     ,,,)(,)( 0

1

20

1

100

1 tttttyttty kkkkkk          (5) 

где  0

1 ,ttk  является фундаментальной матрицей системы однородных 

уравнений 
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а матрицы
 

   0

1

20

1

1 ,,, tttt kk    вычисляются как в [7] 

   
 

   

     
,

,,
,

,,

,
,

,,

1
11

1
11

11

0
1

2

11

0
1

1

0

0















d
yf

y
y

yf
yf

ttt

d
yf

ttt

k
kk

k
kk

kk

t

t

k

kkt

t

k












































                (7) 

Здесь матрицы  0

1 ,ttk  ,  0

1

1 ,ttk  ,  0

1

2 ,ttk  имеют размерности nn , 

mn ,  1n , соответственно.
 

Для того, чтобы решение )(Ty i
линеаризованных дифференциальных 

уравнений (4) с начальными условиями (2) в точке T  совпало с результатами 

измерений Ti

i

T yy   из (3), построим следующий квадратичный функционал 

при к –й итерации 
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                    (8) 

где символ “ T ” – означает операцию транспонирования; 
k

iA  постоянная 

весовая симметричная nn  мерная матрица , которая выбирается в каждой 

итерации, учитывая специфику конкретно поставленной задачи; 
k

Tiy - 1n  

мерный вектор наблюдений; 
k

iy - 1n  мерный вектор, который определяется 

из (5). Тогда решение поставленной задачи приводится к задаче: найти 

постоянный вектор  , при котором решение уравнения (1) с начальными 

условиями (2) минимизирует функционал (8). 

Существуют разные алгоритмы минимизации функционала [18] типа (8) 

с условиями (2), (3), (5). Однако, при решении конкретной  задачи, например, 

задачи, возникающей при добычи нефти, и др. существующие алгоритмы 

встречаются с определенными трудностями, (например, при получении 

требуемой точности, скорости сходимости и др.) [18]. Поэтому в [3] 

предлагается использование метода ортогонализации Грамма-Шмидта.  

 

4. Алгоритм  минимизации функционала (8) 

 

Сейчас остановимся на минимизации функционала (8) при помощи 

соотношения (4) с начальными условиями (2). Если поставить )(Tyk
 из (5) в 

(8), то последняя переходит к виду 
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          а градиент для функционала (9) будет в виде 
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Опираясь на формулы  [16,17]   
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для градиентов  
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В итоге, если принимать во внимание эти результаты, то градиент 

функционал (9) окончательно вычисляется по следующей формуле  
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Таким образом, для градиента функционала kI

 

 относительно параметра    

получим следующее выражение  
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Теперь приравнивая к нулю выражение (10) имеем 
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Решая уравнения (14) относительно   получим     
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где предполагается, что    
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Значения параметра  , определяемые по формулам (11), (12) (15), 

являются решением многопараметрической оптимизационной задачи для 

функционала (9), который доставляет минимум целевому функционалу.  

Таким образом, можно предложить следующий вычислительный 

алгоритм для решения задачи идентификации  (1), (2). 

Алгоритм.  

1. Из (1) формируются вектор-функция  xf , из (2) и (3) начальные  и 

конечные данные 
iy0 и 

i

Ty  Ni ,1 , соответственно. 
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2. Задавая начальные приближения 
iiy , вычисляются производные 

 
y

yf kk



  11 , 
,  

 






  11 , kkyf
. 

3. Из (6) вычисляется фундаментальная матрица  0

1 ,ttk . Далее, строятся 

матрицы    0

1

20

1

1 ,,, tttt kk    из (7) и функционал kI  из (8). 

4. Решив системы алгебраических уравнений (11) относительно  из (13), 

находится значение m мерного вектора 
k  в k -й итерации. 

5. Проверяется условие  







 kI
,                                  (16)  

где   заданное достаточно малое число. Если (16) удовлетворяется, процесс 

прекращается, иначе переходится к шагу 2.  

Сходимость данного алгоритма можно доказать подобно работам 

[12,13]. 

 Теперь переходим к реализации выше предложенного алгоритма.  

 

5.     Вычислительный алгоритм 
 

 Как видно из вышеприведенного алгоритма, при его выполнении 

основное место занимает вычисление фундаментальной матрицы  0

1 ,ttk  и 

матриц    0

1

20

1

1 ,,, tttt kk   . Как отмечено в [7], восстановление этих 

матриц являются сложенной процедурой. Поэтому, для простоты попытаемся 

использовать метод Эйлера для решения уравнений (4) и вычисления 

соответствующих  производных.  Действительно,  
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соответственно, где  и  1  достаточно малые числа. А для вычисления 

фундаментальной матрицы  0

1 ,ttk  и матриц    0

1

20

1

1 ,,, tttt kk   , 

уравнение (4) заменим  дискретным уравнением   
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где 
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 E-единичная матрица соответствующей размерности,  0

1 ,ttk  является 

фундаментальной матрицей системы однородных уравнений  
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 Теперь вышеизложенное иллюстрируем на примере добычи нефти 

газлифтным способом [4,5]. 

Пример. Известно, что неустановившееся движение газа в кольцевом 

пространстве, а газа-жидкостной смеси (ГЖС) в вертикальных трубах, т.е. в 

подъемнике газлифтной скважины  с постоянным поперечным сечением 

(Рис.1), описывается следующей системой линейных дифференциальных  

уравнений в частных производных гиперболического типа  
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,                                                                                                           

где ),( txPP  , ),( txcc   – избыточное 

давление над ее стационарным  значением и 

усредненная по сечению скорость движения 

смеси соответственно;  

t , x  –  время и координата соответственно, 

 c - скорость звука в газе и ГЖС;                                                                                        

                                                                                                                                               

 – плотность  газа, нефти  и ГЖС в зависимости от координат; 

D

g
a cc

c 2
2




 ; g , c - ускорение свободного падения и гидравлическое 

сопротивление [6] соответственно; D  –  внутренние эффективные диаметры 

подъемника или кольцевого пространства.                                                
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Уравнение движения газа и ГЖС в частных производных можно 

привести к следующему обыкновенному дифференциальному уравнению  с 

помощью метода усреднения по времени t [1]:      

,
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2222
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,)0( uQ                                                    (19)    

где cc  , кроме FQ c  все величины считаются постоянными, F - 

площадь поперечного сечения  насосно-компрессорных труб, которая 

является постоянной относительно осей.  

Здесь предполагается, что переход от конца кольцевой трубы через 

пласт к началу подъемника (x = l) выполняется по следующему разностному 

уравнению: 

,))0(()0()0( 1 QlQlQlQ                                (20)
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2
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где  , 1 , 2 , 3  постоянные действительные числа, подлежащие 

определению. Для простоты предложим, что параметры  , 1 , 2 , 3  
известны и требуется восстановить коэффициент гидравлического 

сопротивления c , входящий в (19) через )( c .    

Далее выбираются некоторая номинальная траектория  xQ0
 и 

параметр 
0 , предполагая что k я итерация уже выполнена. Линеаризуя 

около этих данных уравнение (19) имеем  
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Отметим, что с помощью соотношений (17), (18) матрицы 

 ,0,1 xk  ,0,1

1 xk   0,1

2 xk   вычисляются в следующем виде 
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где h достаточно малое число. 

Пусть заданы статистические данные, которые являются результатами 

измерений дебита 
i

nQ2

~
при выходе с заданном начальным объемом газа 

iQ0

~
, 

т.е. 
iQ0

~
, 

i

nQ2

~
, 5,1i

 
известны. Тогда функционал будет имеет следующий 

вид: 

.
~

2

1 5

1

2

22



i

i

n

i

n QQI

 
Пусть параметры уравнения (18) имеют вид:  

при  

00  lx :  , 331m/ccm, 1485l   
3m

717,0 кг
 , 

 m1073114 322 d ,  =0,01; при lxl 20  : 850m/cc  , 

3m

700кг
 ,  m0,073d ,  =0,23.                                                               (22) 

Теперь переходим к выполнению выше приведенного алгоритма. 

Начальное значение управления 
0

c  примем равным 0  и повторяя 

процедуру 1-5 определяем значение 
1

c , где условие “оптимальности” (13) 

удовлетворяется с точностью до 10-1. При достижения точности 10-4 нам 

требовалось 44 итераций и с помощью использованием метода 

ортогонализации Грамма-Шмидта [2] был получен следующий результат: 

0.229834.c  

Отметим, что  c  отличается от 23.0
~
c  из (22) с точностью до 10-4, а 

это  показывает эффективность предлагаемого алгоритма.  
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Dinamik sistemlərdə parametrlərin təyini ilə bağlı 

identifikasiya məsələsi 

      

F.Ə. Əliyev, N.A. İsmayılov, Y.S. Qasımov, A.A. Namazov 

 

XÜLASƏ 

 
          İşdə identifikasiya məsələsinin həlli  üçün metod verilir. Bu metod vasitəsilə 

identifikasiya məsələsi çoxparametrli optimizasiya məsələsinə gətirilir,  sonra 

kvazixəttiləşdirmə metodundan istifadə edərək həll edilir. Alınan nəticələr neft borularında 

hidravlik müqavimətin təyini məsələsinin həllinə tətbiq edilir. Həll alqoritmi verilir  və 

misallar üzərində araşdırmalar aparılır. 

Açar sözlər: hidravlik  müqavimət, maye-qaz  qatışığı, Qram-Şmidin 

ortoqanallaşdırılması.  

 

 

On an identification problem on the definition of the parameters of the 

dynamic system 

 

F.A. Aliev, N.A. Ismayilov, Y.S Gasimov,  A.A Namazov   

 

ABSTRACT 

 
An inverse problem is considered to the definition of the parameters, involved in the 

right hand side of the system of nonlinear ordinary differential equations by given initial 

and final conditions. The solution of the problem is reduced to the solving of the 

minimization problem for  the quadratic functional, which is indeed deviation of the value 

of the solution from the given quantatics at the end points. Using the quasilinarization 

method a calculation metod is proprosed to the solution of the considered problem. The 

application of this method is tested and demonstrated on the example on the definition  of 

the hidroulic resistance in the tubes. 

Keywords: hydraulic resistance, gas-liquid mixture, Gramm-Schmidts 

orthogonalization.  

 


